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Curso dirigido a estudiantes e Investigadores 
Interesados en la Modelación de la Mecánica 
de Fluidos.  
El curso es auto contenido y no requiere experiencia previa en 
programación.
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de la modelación de las ecuaciones de 
Euler de superficie libre

Los métodos numéricos son cruciales para la 
comprensión y la solución de problemas del mundo real. 
La dinámica de fluidos computacional debe incluir 
esquemas numéricos de alto orden, modelado preciso 
de superficies libres y buena escalabilidad de los 
esquemas numéricos y que sean de alto rendimiento. La  
versatilidad en la generación de mallas computacionales 
también es importante para geometrías complejas 
como las que se observan en la hidrodinámica de los 
barcos. Los códigos de Euler requieren almacenamiento 
y trabajo computacional para su solución, incluso con la 
clase actual de supercomputadoras, todavía no hemos 
llegado a una etapa en la que se puedan ignorar las 
restricciones de velocidad y almacenamiento 
computacionales. Es por todos los motivos 
anteriormente enunciados que la construcción de 
códigos de Euler es un área activa de investigación y de 
creación.

Importancia
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La implementación de un nuevo enfoque basado 
en el método de diferencias finita, predictor-
corrector descrito en un sistema de coordenadas 
curvilíneas para estudiar la propagación de ondas 
de superficie y que ha sido probado su eficacia. 

Puesto que la superficie del fluido está libre, estas 
ecuaciones se establecen en un sistema de 
coordenadas curvilíneas (no ortogonales) para 
que la superficie se encuentre en una dirección de 
coordenada. 

Objetivo:
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Numerical study of nonlinear shallow water 
waves produced by a submerged moving 

disturbance in viscous flow 
Cite as: Physics of Fluids 8, 147 (1996); 

 https://doi.org/10.1063/1.868822 
Daohua Zhang, and Allen T.  

◆ 
On solitary waves forced by 
underwater moving objects 

By DAO HA ZHAN G AND A L LENT. CHWAN G 
Department of Mechanical Engineering, The 

University of Hong Kong,



Representación de Ecuaciones en 
coordenadas curvilíneas generalizadas en 2D



Pasos a seguir:
• Paso 1 : Escribir las Ecuaciones 

de Euler en su forma 
adimensional. 

• Paso 2 : Escribir las ecuaciones 
obtenidas en paso 1 en su forma  
fuerte de Ley de conservación

Ecuaciones en coordenadas 
curvilíneas generalizadas
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Ecuaciones de Euler de superficie libre

El problema de las ondas de agua, para un 
fluido invisible, incompresible y homogéneo 
bajo el efecto de una presión superficial 
constante y una fuerza de gravedad 
volumétrica son las bien conocidas ecuaciones 
de Euler en un dominio de fluidos de superficie 
libre. Aquí se presentan las ecuaciones de Euler 
y de continuidad en la forma de densidad 
constante:  
•

Ecuaciones de movimiento

donde i, j = 1, 2; ui representa los componentes de la 
velocidad cartesiana; p es la presión cinemática; y gi 
representa los componentes de la gravedad.  
A continuación, el espacio físico se denota por (x, y) y 
el espacio computacional por (ξ, η). Hemos asumido 
que la densidad del agua se considera idénticamente 
igual a uno y que el flujo es irrotacional e invisible. 5
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ECUACIONES FORMA I



Pasos a seguir:
• Paso 1 : Escribir las Ecuaciones de 

Euler en su forma adimensional. 

• Paso 2 : Escribir las ecuaciones 
obtenidas en paso 1 en su forma  
fuerte de Ley de conservación

Ecuaciones en coordenadas 
curvilíneas generalizadas
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Ecuaciones en forma  
adimensional

Para convertir a la forma adimensional las 
ecuaciones anteriores, sea h0 una profundidad 
de canal típica, l una longitud de onda típica de 
las ondas de agua. Las variables 
adimensionales están dadas por : 
•

donde es la velocidad de fase.es la velocidad de fase.

Las ecuaciones de Euler en su forma adimensional son:

Para las velocidades tenemos:
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ECUACIONES FORMA II



Ecuaciones en forma  adimensional
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Ecuaciones en su forma 
fuerte de ley de 
conservación

El siguiente paso es transformar las ecuaciones 
en su forma II en coordenadas curvilíneas (no 
ortogonal) . De esta forma la superficie libre se 
encuentra en una dirección coordenada. El 
sistema de coordenadas se determina como 
parte de la solución numérica para hacer eso. 
necesitamos escribir las ecuaciones en su 
forma II en forma de ley de conservación fuerte. 

11

12

ECUACIONES FORMA III



➤ donde la condición de frontera para f en la superficie es como 
 φ0 = p0 + x2, donde p0 = 0 en la superficie.  

➤ La condición inicial considerada aquí es un paso inicial discontinuo. Condición dada por : 
η0(x,0) = {A; x <0;  0; x> 0 

Entonces, las condiciones iniciales para p0 y f en todo el dominio de la red son: 

➤ p0 hidrostático y  
➤ φ0 = p0 + x2 donde J-1 es la inversa del Jacobiano o el volumen de la celda;  

➤ Um = es el flujo de volumen ( velocidad contravariante multiplicada por J-1 ) normal a la 
superficie de constante ξ;  

➤ Gmn  es el "tensor de sesgo de la malla”. 

Resolvemos las ecuaciones gobernantes que describen el movimiento del fluido en el 
transformado plano por el método de diferencias finitas.  
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Generación del dominio 
computacional



La idea básica de las coordenadas ajustadas a 
la frontera del dominio es transformar los 
límites físicos de un problema en “curvas” 
coordinadas en el espacio mapeado. En 
donde los cálculos en diferencias finitas se 
pueden realizar en un sistema de malla regular 
sin la necesidad de interpolar a lo largo de la 
frontera que es en donde se presenta los 
comportamientos mas dramáticos. 
Si (ξ,η) representan las coordenadas en el 
dominio computacional, bidimensional, la 
malla completa corresponde como la solución 
de la ecuación de Poisson que consiste en un 
sistema de ecuaciones elípticas.
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En otras palabras, para modelar 
la ecuación en un sistema de 
coordenadas curvilíneas 
generalizadas en 2D, usamos una 
transformación del dominio 

físico en el dominio 
computacional (una cuadrícula 
uniforme) . 
Determinamos esta 
transformación implícitamente 
resolviendo  una ecuación de 
Poisson  en la cuadrícula elíptica 
del dominio físico en términos de 
las coordenadas curvilíneas que 
consiste en un sistema de 
ecuaciones elípticas
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Discretización de las Ecuaciones  en 
coordenadas curvilíneas generalizadas



La presión y los componentes de la velocidad cartesiana se definen 
en el centro de la celda  

Los flujos de volumen se definen en el punto medio de sus caras 
correspondientes del control volumen en el espacio computacional.  

Las derivadas espaciales se discretizan usando diferencias centrales 
de segundo orden. 

Con la excepción de los términos convectivos, que se discretizan 
utilizando una variación del esquema QUICK  el cual calcula el valor en 
la cara de la celda desde el valor nodal con un esquema “quadratic 
upwind interpolation” 

Los esquemas se llevan a cabo calculando flujos de volumen negativos 
y positivos 

El término de flujo convectivo Uu en la cara de la celda tiene una 
expresión detallada. 

1 

2 

3 
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Procedimiento de solución numérica 
de las EE



Definición del dominion físico y del 
 domino computacional 
Paso 1 
Paso 2 
Cómputo de las variables requeridas (i.e., 
métricas Jacobianas, velocidades, flujos).  
Paso 3 
Paso 4 
Cálculo de las presiones 
Paso 5 
Cálculo de las velocidades mediante un 
esquema “Predictor-Corrector Scheme” 
Paso 6 
Paso 7 
Paso 8 
Obtención de la nueva superficie libre 
Paso 9 
Paso 10

➠ 

➠ 

➠ 

➠ 

 ➠
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Descripción de la sucesión de pasos a seguir para 
integrar el sistema de movimiento fluido y superficie 
libre desde el paso de tiempo tn hasta tn + 1 es el 
siguiente.



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

 
Paso 1
Elija alguna forma inicial de la 
superficie libre. Genere la malla 
haciendo un parametrización de los 
límites del dominio computacional al 
dominio físico y resuelva una 
ecuación de Laplace en el dominio 
completo para obtener la malla 
computacional.
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Para dudas sobre el script contáctame en sitio web 

https://rosavargas.github.io/



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

Implementar un método SOR para 
obtener las coordenadas curvilíneas 
a lo largo el dominio, esta es la malla 
elíptica en el dominio físico. En este 
paso calcule  numéricamente las 
variables requeridas (es decir, 
velocidades, flujos).

 
Paso 2 



Para dudas sobre el script contáctame en sitio web 

https://rosavargas.github.io/



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

Calcular las métricas y las métricas 
Jacobianas asociadas con cada celda 
de la malla y almacenarlas en este 
paso.

 
Paso 3 



Para dudas sobre el script contáctame en sitio web 

https://rosavargas.github.io/



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

En este paso se calculan los flujos 
covariantes en cada celda de la malla 
y en las caras del malla. 

 
Paso 4 
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Para dudas sobre el script contáctame en sitio web 

https://rosavargas.github.io/



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

Resolución de una ecuación de 
Poisson general para las diferencias 
de presión mediante un método SOR 
para sistemas no homogéneos. Y con 
ello  se calculan las presiones en el 
nuevo paso de tiempo  de acuerdo a 
ecuación  iii) en coordenadas 
curvilíneas generalizadas.

 
Paso 5 



Para dudas sobre el script contáctame en sitio web 
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Para dudas sobre el script contáctame en sitio web 

https://rosavargas.github.io/



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

 
Paso 6 
Resuelva para la velocidad 
intermedia uU en los centros de la 
celda. Interpolar uU en las caras de la 
celda de cada celda y calcular las 
velocidades intermedias resolviendo 
el lado derecho de la ecuación ii: y iii: 
en las ecuaciones III. -
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SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

 
Paso 7 
 Se aplica el Corrector para calcular 
las velocidades en el nuevo paso de 
tiempo, que es una función de las 
diferencias de presión calculadas en 
el Paso 5 y en las métricas y 
Jacobiano del Paso 3.
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SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

 
Paso 8
Se obtienen así las presiones y 
velocidades para reiniciar el  MAIN 
LOOP en el Paso 1 hasta el tiempo 
deseado en un cierto paso de tiempo. 



SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

 
Paso 9
 Se resuelve la condición de frontera 
cinemática usando la ecuación v, 
produciendo el nuevo perfil de 
superficie libre.
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SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES DE EULER

 Actualice la malla en función de la 
elevación de la superficie calculada 
en el paso 9.

 
Paso 10
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Repitiendo el 
procedimiento (Paso 
1-10) en cada  paso del 
tiempo.

Avanzar la 
solución en el 
tiempo…
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