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Objetivos:

1. Introducir la Teoria de ondas superficiales en el agua (2 horas)

2. Desarrollar la formulacion Hamiltoniana del Problema de ondas en
agua (2 horas)

3. Enunciar los modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que
se derivan analiticamente de la formulacion Hamiltoniana (2 horas)

Teoria ~: 3 horas,

Trabajo dirigido = 1.5 horas:
Discusion ~ : 1 hora
Descansos * : 0.5 horas



Temario:

1. Teoria de ondas superficiales en el agua

2. Formulacion Hamiltoniana del Problema de ondas en agua.

3. Modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que se derivan
analiticamente de la formulacion Hamiltoniana
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1. Teoria de ondas superficiales en el agua

—»1755 Ecuaciones de Fuler para un dominio con superficie libre (FE)

7 — Wity fexact dispersion reletion of EULER equations)
5-W equations
- KV

- »1872 Boussineso
»1895 Korteweqg-de Vries

> Whitham - i
— »1968 Formulacion Hamiltoniana del problema de ondas en agua v. zakharov

»1993 Introduccion del Operador D-N en el Hamiltoniano del sistema. Derivacion de
lecuadomes Clasicas (KdV, Boussinesg, etc). W. Craig y C. Sulem

» 2013 Whitham-Boussinesq (Fondo Plano) Aceves y P. Panayo /W

»2016 Whitham-Boussinesq (Fondo Variable) l )

R.M Vargas-Magana y P. Panayotaros 3
=7 <1
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Ecuacién KdV VS Ecuacion de Whitham
Ne + 1Nz + Kpy %1 =0

9 . / Kp, := F~1(,/2 tanh(hof))

»Existencia de ondas periddicas
Infinitas cantidades conservadas — (Ehrnstrm, Kalisch, 2009)

Sus soluciones no rompen »Ondas solitarias (Ehmstrom, Groves, Wahlen, 2009),
Las solutions de la KdV s6lo son | ac coluciones si rompen

de dos tipos: ondas tipo (Naumkin, Shishmarev, 1994)

solitan que solo ocurten en Ut oo Eccher 1998) (Hur, 2015
nimero finito y trenes de onda

: 4
ineales Stokes waves
I I (Ehrnstrom, Wahlen, 2016). |
_m_,l ...... ‘ | [l »Mejordescripcion de ondas cortas
s
_/:\_,/\/\_/
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Las caracteristicas del fluido: densidad, homogeneidad, viscosidad, estratificacion del fluido y
si en el flujo hay vorticidad o las velocidades estan dadas por un gradiente de velocidad.

Las caracteristicas tipicas de las ondas de estudio: amplitud, su longitud y periodo tipica.

Anatomia ¢e una onda

; Velocidad de onda

Fuerza de Gravedad Tensién superficial
fuera IS > € >
Restauradora 1000 km
P 5
[k Ongas mtegas
L o
Tipo we wwdal  pjarane Ondas Ondas Ondas de viento Ondas capilares
€ M tipo | tipoSeiche |€ >
I Tsunami
- Tem € >
| | I I | |
1?0£0d0i:: ¢ 10,000sec 1,000sec 100sec  10sec 1sec 1/10sec  1/100 sec
3hrs 17 min Periodo

(tiempo, en segundos por dos crestas de onda sucesivas que pasan sobre un punto fijo)
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3. como gravedad, tension superficial u otras fuerzas
superticiales como el viento.

La fuerza de restauracion es la gravedad La fuerza de restauracion es

% la tensidn superficial

B )2 — gk tanh(hok)

Mini curso: Modelos de ondas en agua débilmente no lineales, CIMAT, 2021



4. ,variaciones grandes de la profundidad, formaciones terrestres
irrequlares, puntos y regiones singulares en la frontera.

1. Variacion en la velocidad de Propagacion

Zoom

2.Destruccion de comportamientos periddicos

200mM

2oom

Simulaciones numéricas con el modelo
Whitham-Boussinesq introducido en

» R. M. Vargas-Magana, P. Panayotaros

A Whitham-Boussinesq long-wave model
(g&vg)riable topography, Wave Motion

AT, 2021



*DISCUSION GRUPAL* (15 min)
i la obtencion de estos modelos simpliticados?

Gran desarrollo tecnologico en la instrumentacion de medicion in situ y en laboratorio de estos
1enomenos.

% Enorme capacidad de computo y el diseno de esquemas numericos que preservan propiedades
estructurales de las ecuaciones que ha permitido integrar numéricamente las ecuaciones por
tiempos prolongados,

@ Se han registrado y documentado los efectos no lineales de la combinacidn de la dispersién de
as ondas y la topogralfia y las fuerzas de restauracion que se manifiestan ante |a propagacion
de ondas por periodos prolongados del tiempo.

Se han observado numericamente ondas coherentes estables e inestables y los efectos de
radiacion, resonancia, disipacion, vorticidad, enfoque y desenfoque de las ondas, tren
de ondas periodicos, frentes de ondas etc.
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*DISCUSION GRUPAL* (15 min)
Desafios cn la modelacion de ondas

La limitacion de algunos modelos utilizados en la actualidad en varias disciplinas para la
descripcion de estos fendmenos

[a necesidad de derivacion de modelos con gran estructura que sean: matematicamente tratables,
numéricamente integrales y que logren capturar con el nivel de detalle cualitativo y
cuantitativo los efectos no lineales que se manifiestan en la propagacion de las ondas.

[a relevancia de modelos que puedan ser extendibles a otras dimensiones y a dominios con varios
estratos.
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2. Formulacion Hamiltoniana del Problema de ondas en agua.

Zakharov (1968) planted las ecuaciones de evolucion en forma de un
sistema Hamiltoniano en donde las variables canonicas son las
cantidades superficiales: (n(z),&(x))con &(z,t) = o(x,n(x,t),1)

7 B 0 I onH '\
(1) = (5 ) (3=

V.E. Zakharov (1968), J.W. Miles, (1977
H = K+P (1959) o7

1) 1 2 g 2
= — | Vo |” dydx + | =ndx
x Jy=—h+p3(x) 2 x 2

Vo |2 .
Kz/p‘ allup V- (oVe)dV =5 [ &(Vo-a) |,y dS
D 2 2 Jop 2 Jop

 H=1 €GN+ o)A

W. Craig and C. Sulem (1993)
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2. Formulacion Hamiltoniana del Problema de ondas en agua.

1 Pz + Py =0 D(BE)n(a,0)
2( m-i—nxcpx 0y =0 y=n(zt)
3| pt+a(ps+i)+gn=0 v=nt)
4 g;’i — —h0+5( )
_______ 1?7@;%6)__-_m,____________
o L Bw) =Y I ind

o Oy
Observacion: 1)y = Wy — NePr =
Para un fluido: ¥ -

e |nviscido ® Homogeneo ® Incompresible @ Irrotational | ) ® En un dominio simplemente disconexo.

» Las condiciones de frontera en la superficie estan dadas por ecuaciones fuertemente no lineales
y las ecuaciones estan aclopadas.
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Dado un flujo potencial 4 = Vgp y las suposiciones previas de la
ecuacion de Euler:

e

% |
My (V= ~ Vb g

ot

dp 1 2 P .
V(at +2\Vg0| +p+gz)—0

Integrando obtenemos:

dp 1 5> D
A v = =)
5 T 5/V¢el otz

Rosa Marfa Vargas Magana 28 de Ociubre de 2020, Departamento de Oceanografia Fisica CICESE



Considera el dominio del fluido: P(3(z),n(z,1))

/\/A
= o |

0
o5 |—ho+8()=0

Dada la codicidn de frontiera del tipo Dirichlet &(x), existe una Gnica solucién ¢(z, y) de

Ap =0 en D(A(z), n(, 1))
@(z,n(x)) = &(x)

O 0 eny=~hs 3+ ilz)
o7

Y el operador Dirichlet-Neumann.G (3, 1) se define como

G(B,m)& =V |y=y N endonde N = (-8,n,1)*

£(z) — o(z,y) — N - Vo(1+ | Van |2)1/2:= G(n)é(z)
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= 2 [.(EG(B,n)¢ + gn?)dx

(5 )¢
§t = 2(1+77 )(§2 (G (5777)&)2 - 277x€xG(6777)€)2 — 2.6 G(B,1)§) —

»En general no existe una expresion explicita para este operador!
»El Gnico caso en el que es posible obtener una expresion del operador Dirichlet-Neumann es:
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[G(0,0)] : ¢ — (Dtanh(D)S ;Qué es este objeto?

Donde D es el operador diferencial usual D = —id,

A

E(x) — &(k) — wtanh(hor)E(k) — [i ktanh(hor)E(k)e @ dr = [D tanh(hoD)]¢

Mini curso: Modelos de ondas en agua débilmente no lineales, CIMAT, 2021



——

Sea D =Din)UdrD:(n)UdrD:(n). Deseamos encontrar
la solucion al problema:

VZp(z,y) =0 en D
p(z,y) =&(x) en drDi(n)
py(x,—h) =0 en drD¢(n)

Encontraremos la solucion usando andlisis de Fourier.

Supongamos que (@ es la solucion al problema anterior luego:

P(w,y) = \/%/ o(x,y)e“ d debe satisfacer :
T JR
z 32Aw’ a2Aw7 62/\(&)7 . ~ A
Vielwy) = Spa(w . i <Péy Y _ 0 =ome Spa(w ) = (—zw)290 = —w?)
Asi 62 - W,y )
Spa(y ) — —wzgp(w,y)
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Resolviendo obtenemos que:

O(w,y) = A(w)sinh(w,y) + B(w)cosh(w, y)

Ademds @(w,0) = £(w)

A

luego o(w,0) = L/ o(w,0)e“*dr = £(w)
R

y de sabemos p(w,0) = B(w)cosh(0) = B(w)

por tanto {(w) = B(w)

Ahora bien, puesto que Py(w,—h) =0

y de obtenemos que @y (w,y) = A(w)wcosh(wy) + £ (w)wsinh(wy)

luego Oy(w, —h) = A(w)wcosh(wh) — f(w)wsinh(wh)

¢ (w)wsinh(wh)

wcosh(wh) = &(w)tanh(wh)

= A(w) =
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Régimen de aguas someras




Parametros adimensionales
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G(8,n)

®.)

G(B,en)](€) =) [Gn(B,m)](£)e”

n=0

G(B,n) = Go(B,n) +G1(B,n) + G2(B,n)+, ...

G;(8,m) are homogeneous of degreej in 7).

Coifman and Meyer (1985 )

Go(B,n) = Dtanh(hoD)+ DL(S), Craig, Schanz and Sulem (1997)
Gi(B,n) = DnD — GonGo, Craig and Sulem (2005)

1 5 5 o Craig, Guyenne, Nicholls, Sulem (2005)
GZ(an) — i(GODn D—D T GO_QGonGl)a

con D = —i0,

y L(B) Involucra operadores pseudo-diferenciales
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'SHALLOW WATER REGIME (LONG-WAVE)

2
=7 < 1

‘BOUSSINESQ REGIME )

0 ~ €

(BOUSSINESQ REGIME VARIABLE DEPTH (SMALL DEPTH VARIATIONS)W

€ v 6 Y ’7/
Aceves-Sanchez, Minzoni and Panayotaros

Numerical of a nonlocal Model for water waves with variable depth, 2013
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Ejercicio 2 en clase:Expansidn de los primeros términos del operador

hasta 0(2). (15 min)

Puesto que se aproximara al Hamiltoniano a orden 1 en a, sélo se deben considerar los términos Go v Gy,
debiendo truncarlos también hasta un orden 1 en /3. Para Gy, tenemos

Ptanh(uP) pP | B o i p2(i+1
G = £ = [ o ﬁ‘P“’"
0 6 B upg 2(i+1)

Lo &)
Y T8 PHHY =Ty P2 + T3P + O(2)

i=0
i@ % 1 .0 . Para el término G; se tiene que
a (z&c‘) _55 (68:1:*) O I ;
, 2 o ey oo b T |
_ _66 ([l+g( d ) ] 0 )+0(2) 6. = ZGi=ZD{n=tanh(RDntanh(RD)) D
g 3 \ da* da* 1
| = (m) hD (an” — tanh(hD)an* tanh(hD)) hD
= (§) #Pr — anhuPy tanhuP)) P

aP (" — tanh(pP)n" tanh(nP)) P
= aP (n* - luP - i T (#P)z‘“‘] nt P+ T (uP)zi”‘] ) P

1=2 =2
aP (y* — uPy*pP+ O(2)) P = aPy’ P — aBP?)" P? + O(2)
0(2)

i) 0 |
R T (ﬂ 8:1:*) +00)

Rosa Marfa Vargas Magana 28 de Octubre de 2020, Departamento de Oceanografia Fisica CICESE



» EloperadorZ(g), can be written in the semi-explicit form:

L(B) = —B(B)A(B)

donde

A(B)E = / e'x sinh(B(x)k) sech(hk)é(k)dk.

B
2%

C(B)E =/e”""’ cosh( 1— B(x) k)& (k)dk,

y BB =C@B)!

W. Craig, P. Guyenne, D. Nicholls, C. Sulem (2005)

-
=
&
G
-
D
Q.
o

» Expansion del operador:
Lo = 0,
Li(B) = —sech(hD)BD sech(hD),
[,(B) = sech(hD)BD sinh(hD)L,(B),




*DISCUSION GRUPAL* (15 min)
Ventajas de este enfoque

» Modelos de alta precision

» Una descripcion cualitativa y cuantitativa fiel a la realidad

4

4

Hay una formalismo tedrico detras de cada uno de estos modelos

odelos con estructura Hamiltoniana y con una formulacion espectra

|05 esquemas NUMEricos son precisos y eficientes

05 esquemas numericos preservan la estructura Hamiltoniana

Hay un control de |a energia al tratarse de una cantidad conservada del sistema

14



Fl marco general de las la propagacion delas ondas

superticiales son [as s cuales desde e
punto de vista matematico ofrecen grandes desat(os.

%0 | 0% _

Oxx ' Oyy D(B(z), n(z,t))
on | 009 09 _ O o — il ) i S
5t T owas — oy =0 y=n=t) Condicion de Cinematica

% 1 1[(22)2 4 (2_9;)2\] +gn=0 Yy=n(1t) Ecuacionde Bemoull
g% —0 y=—ho+B(z)
Para un fluido:

® |nviscido ® Homogeneo ® Incompresible @ Irrotational ( v = V) ® Enun dominio simplemente disconexo.

» Las condiciones de frontera en la superficie estan dadas por ecuaciones fuertemente no lineales
y las ecuaciones estan aclopadas.
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3. Modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que se derivan
analiticamente de la formulacion Hamiltoniana

2 Jo(EG(B,n)& + gn?)dz

Constant depth. 6~ ¢ < 1

Ga, =

~ N A~

G4, = £ tanh(ho\/€D) —|hoDBD|+ eDiiD

_ D
==

Aceves-Sanchez, Minzoni and Panayotaros
Numerical of a nonlocal Model for water waves with variable depth, Wave Motion 2013

Mini curso: Modelos de ondas en agua débilmente no lineales, CIMAT, 2021



3. Modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que se derivan
analiticamente de la formulacion Hamiltoniana

Depth variations of order O(1)

G.a; = Sym(; tanh(ve(1 — f(x)) D)) + eDiiD

Vargas-Magana, and Panayotaros

] A Whitham-Boussinesq long-wave model for variable depth, Wave Motion 2016 J

Satisfies some structural properties of the exact linear DN operator:
Ga,l¢](z)is real if £is real valued
® G 4,is a symmetric operator
e Spectra of this operator has good asymptotic behavior as k increase
we approach the constant depth dispersion relation an the same condition
apply to the eigenfunctions.
G 4, IS a positive operator.
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2. Se introdujeron  modelo de ondas en agua rico en estructura, gue nos permite responder
preguntas y desvelar algunos mecanismos de la dinamica de la propagacion de ondas superficiales
en el régimen de ondas largas al incluir el efecto de la topografia.

#_. Los modelos que abordamos se derivan en el marco de las formulaciones mas recientes
en teoria de ondas superficiales en el agua y que han tenido un amplio desarrollo en el régimen
de onda larga. Dichos modelos poseen una estructura matematica muy rica y un marco tedrico
muy completo que nos permite aplicar teorfas avanzadas del analisis matematico y es posible su
implementacion numérica.

Z..  Sedescribe la metodologia para la derivacion de modelos de ondas mas generales y
pertinentes que no tienen una contraparte con los modelos que existen en la actualidad.
Son modelos de frontera en |a teorfa matematica y que pretenden ser extendidos a otras disciplinas.
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