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Objetivos:

1. Introducir la Teoría de ondas superficiales en el agua (2 horas) 

2. Desarrollar la formulación Hamiltoniana del Problema de ondas en 
agua (2 horas) 

3. Enunciar los modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que      
se derivan analíticamente de la formulación Hamiltoniana (2 horas) 

Teoría !: 3 horas, 
Trabajo dirigido ": 1.5 horas:  

Discusión #: 1 hora 
Descansos ☕: 0.5 horas

Estructura del curso:
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Temario:

1. Teoría de ondas superficiales en el agua 
• Desarrollo de la Teoría 
• Modelación y Regímenes Físicos 
• Relevancia de la obtención de modelos simplificados 

2. Formulación Hamiltoniana del Problema de ondas en agua. 
• Ecuaciones de Euler 
• Operador Dirichlet-Neumann 
• Hamiltoniano 
• Ecuaciones de evolución 

3. Modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que se derivan  
 analíticamente de la formulación Hamiltoniana 
• Régimen de onda larga 

• Ecuación Boussinesq, KdV 
• Sistema Whitham-Boussinesq 
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1. Teoría de ondas superficiales en el agua 
•Desarrollo

▸1755

   ▸1967 Whitham 
   ▸1968 Formulación Hamiltoniana del problema de ondas en agua V. Zakharov  
  ▸1993 Introducción del Operador D-N en el Hamiltoniano del sistema. Derivación de         
ecuaciones Clásicas (KdV, Boussinesq, etc). W. Craig y C. Sulem 
        ▸ 2013  Whitham-Boussinesq (Fondo Plano) Aceves y P. Panayotaros


         ▸2016  Whitham-Boussinesq (Fondo Variable)  
                                           R.M Vargas-Magana y P. Panayotaros

▸1872 Boussinesq 
▸1895 Korteweg-de Vries

Ecuaciones de Euler para un dominio con superficie libre (EE) 
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▸ Infinitas cantidades conservadas 
▸ Sus soluciones no rompen 
▸ Las solutions de la KdV sólo son 

de dos tipos: ondas tipo 
solitón que sólo ocurren en un 
número finito y trenes de onda 
lineales

Ecuación KdV                       vs                    Ecuación de  Whitham
ηt +
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▸Existencia de ondas periódicas 
(Ehrnstrm, Kalisch, 2009) 
▸Ondas solitarias (Ehrnstrom,Groves, Wahlen, 2009),  
▸Las soluciones sí rompen 
 (Naumkin, Shishmarev, 1994), 
 (Constantin, Escher, 1998), (Hur, 2015) 
 ▸Stokes waves  
(Ehrnstrom, Wahlen, 2016). 
 ▸Mejor descripción de ondas cortas

Kh0 := F−1(
√

g
ξ tanh(h0ξ))
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ηt + ηηx +Kh0 ∗ ηx = 0
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1. Las características del fluido: densidad, homogeneidad, viscosidad, estratificación del fluido y 
si en el flujo hay vorticidad o las velocidades están dadas por un gradiente de velocidad.  

2. Las características típicas de las ondas de estudio: amplitud, su longitud y periodo típica.

Longitud
amplitud

Velocidad de onda

•Modelación y Regímenes Físicos 
       ¿Cómo podemos obtener modelos simplificados?
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La fuerza de restauración es la gravedad La fuerza de restauración es 
la tensión superficial

ω2 = (gk + σ
ρ k

3) tanh(kh)
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3.  Fuerzas que imperan en el fluido como gravedad, tensión superficial u otras fuerzas 
superficiales como el viento.
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Simulaciones numéricas con el modelo  
Whitham-Boussinesq introducido en  
▸ R. M. Vargas-Magaña, P. Panayotaros   
A Whitham-Boussinesq long-wave model 
for variable topography, Wave Motion 
(2016) 

1. Variación en la velocidad de Propagación 2.Destrucción de comportamientos periódicos

4. Dominios de fluido complicados , variaciones grandes de la profundidad, formaciones terrestres 
irregulares, puntos y regiones singulares en la frontera.
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*DISCUSIÓN GRUPAL* (15 min) 
¿Por qué es relevante la obtención de estos modelos simplificados?

Gran desarrollo tecnológico en la instrumentación de medición in situ y en laboratorio de estos 
fenómenos.  

Enorme capacidad de cómputo y el diseño de esquemas numéricos que preservan propiedades 
estructurales de las ecuaciones que ha permitido integrar numéricamente las ecuaciones por 
tiempos prolongados. 

Se han registrado y documentado los efectos no lineales de la combinación de la dispersión de 
las ondas y la topografía y las fuerzas de restauración que se manifiestan ante  la propagación 
de ondas por periodos prolongados del tiempo. 

Se han observado numéricamente ondas coherentes estables e inestables y los efectos de 
radiación, resonancia, disipación, vorticidad, enfoque y desenfoque de las ondas, tren 
de ondas periódicos, frentes de ondas etc.
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1. La limitación de algunos modelos utilizados en la actualidad en varias disciplinas para la 
descripción de estos fenómenos. 

2. La necesidad de derivación de modelos con gran estructura que sean: matemáticamente tratables, 
numéricamente integrales y que logren capturar con el nivel de detalle cualitativo y 

cuantitativo los efectos no lineales que se manifiestan en la propagación de las ondas. 

3. La relevancia de modelos que puedan ser extendibles a otras dimensiones y a dominios con varios 
estratos.   

 *DISCUSIÓN GRUPAL* (15 min) 
Desafíos en la modelación de ondas 
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V.E. Zakharov (1968), J.W. Miles, (1977)  

Zakharov (1968) planteó las ecuaciones de evolución en forma de un 
sistema Hamiltoniano en donde las variables canónicas  son las 
cantidades superficiales:                           con (η(x), ξ(x))

∂t

(
η
ξ

)
=

(
0 I
−I 0

)(
δηH
δξH

)
= JδH,

H = 1
2

∫
R(ξG(β, η)ξ + gη2)dx

W. Craig and  C. Sulem (1993)

ξ(x, t) = ϕ(x, η(x, t), t)

K =

∫

D
ρ
| ∇ϕ |2

2
dV =

ρ

2

∫

∂D
∇ · (ϕ∇ϕ)dV =

ρ

2

∫

∂D
ξ(∇ϕ · n̂) |y=η dS

H = K + P

=

∫

x

∫ η(x)

y=−h+β(x)

1

2
| ∇ϕ |2 dydx+

∫

x

g

2
η2dx

2. Formulación Hamiltoniana del Problema de ondas en agua.



Rosa María Vargas Magaña 28 de Octubre de 2020,  Departamento de Oceanografía Física CICESE

2. Formulación Hamiltoniana del Problema de ondas en agua. 
      Ecuaciones de evolución del problema de ondas en agua

v = ∇ϕ

Para un fluido: 
•  Inviscido  • Homogéneo • Incompresible • Irrotational (                    )  • En un dominio simplemente disconexo.

  ▸ Las condiciones de frontera en la superficie están dadas por ecuaciones fuertemente no lineales 
y las ecuaciones están aclopadas.
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Dado un flujo potencial                       y las suposiciones previas de la 
ecuación de Euler:

                                                                                 Integrando obtenemos:

u = ∇ϕ

1
2
∇(u · u) = u × torsión u + (u ·∇)u

1
2
∇(u · u) = (u ·∇)u

f = −gêz = −∇gz

∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −1

ρ
∇p− gêz

∇(
∂ϕ

∂t
+

1

2
|∇ϕ|2 + p

ρ
+ gz) = 0

∂ϕ

∂t
+

1

2
|∇ϕ|2 + p

ρ
+ gz = 0

∂

∂t
∇ϕ = ∇ ∂

∂t
ϕ

Ejercicio 1: Derivación de la ecuación e Bernoulli. 

La 2da Ley e Newton aplicada a fluidos (15 min)
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 Operador Dirichlet-Neumann
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▸En  general no existe una expresión explícita para este operador! 
▸El único caso en el que es posible obtener una expresión del operador Dirichlet-Neumann es:

H = 1
2

∫
R(ξG(β, η)ξ + gη2)dx

ηt = G(β, η)ξ

ξt =
−1

2(1+η2
x)
(ξ2x − (G(β, η)ξ)2 − 2ηxξxG(β, η)ξ)2 − 2ηxξxG(β, η)ξ)− gη

 Hamiltoniano del Problema de ondas en agua
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 Ejercicio 2 : Derivación del operador Dirichlet-Neumann para  
el caso de fondo plano y estado de equilibrio del sistema  
i.e. dominio rectangular.  (25 min)

D = −i∂xDonde D es el operador diferencial usual

[G(0, 0)] : ξ !−→ D tanh(D)ξ ¿Qué es este objeto?

ξ(x) !−→ ξ̂(κ) !−→ κ tanh(h0κ)ξ̂(κ) !−→
∫
R κ tanh(h0κ)ξ̂(κ)eiκxdκ := [D tanh(h0D)]ξ
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Sea                                                            .  Deseamos encontrar  
la solución al problema:

D = Dt(η) ∪ δRDt(η) ∪ δLDt(η)

∇2ϕ(x, y) = 0 en D

ϕ(x, y) = ξ(x) en δLDt(η)

ϕy(x,−h) = 0 en δRDt(η)

Encontraremos la solución usando análisis de Fourier.
Supongamos que       es la solución al problema anterior luego:                                       

                                                         debe satisfacer :

                                                           como                                                                  

 Así

ϕ
ϕ̂(ω, y) =

1√
2π

∫

R
ϕ(x, y)eiωxdx

∇2ϕ̂(ω, y) =
d2ϕ̂(ω, y)

dω
+

d2ϕ̂(ω, y)

dy
= 0

d2ϕ̂(ω, y)

dω
= (−iω)2ϕ̂ = −ω2ϕ̂

d2ϕ̂(ω, y)

dy
= −ω2ϕ̂(ω, y)

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂
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Resolviendo obtenemos que:

Además

luego

y de          sabemos 

por tanto

Ahora bien, puesto que

y de         obtenemos que 

luego

        

ϕ̂(ω, y) = A(ω)sinh(ω, y) +B(ω)cosh(ω, y)

ϕ̂(ω, 0) = ξ̂(ω)

ϕ̂(ω, 0) =
1√
2π

∫

R
ϕ(ω, 0)eiωxdx = ξ̂(ω)

ϕ̂(ω, 0) = B(ω)cosh(0) = B(ω)

ξ̂(ω) = B(ω)

ϕ̂y(ω,−h) = 0

ϕ̂y(ω, y) = A(ω)ωcosh(ωy) + ξ̂(ω)ωsinh(ωy)

ϕ̂y(ω,−h) = A(ω)ωcosh(ωh)− ξ̂(ω)ωsinh(ωh)

⇒ A(ω) =
ξ̂(ω)ωsinh(ωh)

ωcosh(ωh)
= ξ̂(ω)tanh(ωh)



≈
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δ = h2
0

l2 ≪ 1 ϵ = η
h0

¡Pequeño!

Régimen de aguas someras
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γ = β
h0

ϵ = η
h0δ = h2

0
l2

Parámetros adimensionales
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D = −i∂xcon

y              Involucra operadores pseudo-diferenciales

  Coifman  and Meyer (1985 ) 
Craig, Schanz and Sulem (1997) 

  Craig and Sulem (2005) 
  Craig, Guyenne, Nicholls, Sulem (2005) 

[G(β, ϵη)](ξ) =
∞∑

n=0

[Gn(β, η)](ξ)ϵ
n

<latexit sha1_base64="6qoTgK50MzDQaDE1fS+I7OfssNk="></latexit><latexit sha1_base64="6qoTgK50MzDQaDE1fS+I7OfssNk="></latexit><latexit sha1_base64="6qoTgK50MzDQaDE1fS+I7OfssNk="></latexit><latexit sha1_base64="6qoTgK50MzDQaDE1fS+I7OfssNk="></latexit><latexit sha1_base64="cyOOq4npIHWo6zODIwT00Ox9Dko="></latexit>

G0(β, η) = D tanh(h0D) +DL(β),

G1(β, η) = DηD −G0ηG0,

G2(β, η) =
1

2
(G0Dη2D −D2η2G0 − 2G0ηG1),

L(β)

                 are homogeneous of degree    in    .                Gj(β, η) ηj

G(β, η) = G0(β, η) +G1(β, η) +G2(β, η)+, ...

G(β, η)Expansión analítica del operador
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δ = h2
0

l2 ≪ 1

                  Aceves-Sánchez, Minzoni and Panayotaros  
Numerical of a nonlocal Model for water waves with variable depth, 2013 

SHALLOW WATER  REGIME  (LONG-WAVE)

BOUSSINESQ REGIME

BOUSSINESQ REGIME VARIABLE DEPTH (SMALL DEPTH VARIATIONS)
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 Ejercicio 2 en clase:Expansión de los primeros términos del operador    
hasta O(2) . (15 min)



O
pe

ra
do

r  
   L

(β)



     ▸ Modelos de alta precisión 

     ▸ Una descripción cualitativa y cuantitativa fiel a la realidad 

     ▸ Hay una formalismo teórico detrás de cada uno de estos modelos 

     ▸ Modelos con estructura Hamiltoniana y con una formulación espectral 

     ▸ Los esquemas numéricos son precisos y eficientes 

     ▸ Los esquemas numéricos preservan la estructura Hamiltoniana 

     ▸ Hay un control de la energía al tratarse de una cantidad conservada del sistema 

14

 *DISCUSIÓN GRUPAL* (15 min) 
Ventajas de este enfoque 
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v = ∇ϕ

Para un fluido: 
•  Inviscido  • Homogéneo • Incompresible • Irrotational (                    )  • En un dominio simplemente disconexo.

Condición de Cinemática 
Ecuación de Bernoulli

  ▸ Las condiciones de frontera en la superficie están dadas por ecuaciones fuertemente no lineales 
y las ecuaciones están aclopadas.

∂2ϕ
∂xx + ∂2ϕ

∂yy = 0
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∂η
∂t +

∂η
∂x

∂ϕ
∂x − ∂ϕ

∂y = 0
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∂ϕ
∂t + 1

2 [(
∂ϕ
∂x )

2 + (∂ϕ∂y )
2] + gη = 0
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El marco general de las ecuaciones que gobiernan la propagación delas ondas 
superficiales son las Ecuaciones de Euler en superficie libre las cuales desde el 

punto de vista matemático ofrecen grandes desafíos.
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3. Modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que se derivan 
analíticamente de la formulación Hamiltoniana
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3. Modelos de ondas en agua débilmente nos lineales que se derivan 
analíticamente de la formulación Hamiltoniana
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   %  Se introdujeron  modelo de ondas en agua rico en estructura, que nos permite responder a 
preguntas y desvelar algunos mecanismos de la dinámica de la propagación de ondas superficiales 
en el régimen de ondas largas al incluir el efecto de la topografía. 

    %  Los modelos que abordamos se derivan en el marco de las formulaciones más recientes 
en teoría de ondas superficiales en el agua y que han tenido un amplio desarrollo en el régimen 
de onda larga. Dichos modelos poseen una estructura matemática muy rica y un marco teórico 
muy completo  que nos permite aplicar teorías avanzadas del análisis matemático y es posible su 
implementación numérica. 

   %     Se describe la metodología para la derivación de modelos de ondas mas generales y 
pertinentes que no tienen una contraparte con los modelos que existen en la actualidad. 
Son modelos de frontera en la teoría matemática y que pretenden ser extendidos a otras disciplinas. 
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